
Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ. Îòíîøåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ

Ìíîæåñòâî� ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ ëþáîé ïðèðîäû. Îáîçíà÷åíèÿ: A,B,C,X, Y, . . . èëè
{a}, {b}, {c}, {x}, {y}, . . . .
Ïàðàäîêñ Ðàññåëà. Íàçîâåì ìíîæåñòâî ñòðàííûì, åñëè îíî ñîäåðæèò ñàìîãî ñåáÿ â

êà÷åñòâå ýëåìåíòà. Ìíîæåñòâà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè íàçîâåì
îáû÷íûìè. Ïóñòü T � ìíîæåñòâî âñåõ îáû÷íûõ ìíîæåñòâ (è òîëüêî èõ). Âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ
ëè ìíîæåñòâî T ñòðàííûì èëè îáû÷íûì? Åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûì, òî íå äîëæíî áûòü
ñâîèì ýëåìåíòîì. Íî òîãäà îíî îáû÷íîå. Íî åñëè îíî îáû÷íîå, òî äîëæíî ñîäåðæàòü ñåáÿ
â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, à òîãäà îíî ñòðàííîå. Ïàðàäîêñ.

Âûâîä: íå ëþáàÿ ôðàçà çàäàåò ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî � ìíîãîå, ìûñëèìîå íàìè êàê
öåëîå (Ãåîðã Êàíòîð). Òåì íå ìåíåå, â íàøåì êóðñå íàèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà áóäåò
äîñòàòî÷íî.

Îáúåêòû, îáðàçóþùèå äàííîå ìíîæåñòâî, íàçûâàþòñÿ åãî ýëåìåíòàìè (òî÷êàìè). Îáî-
çíà÷àþòñÿ: a, b, c, x, y, . . . .

Åñëè ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ïèøóò a ∈ A èëè A 3 a (A ñîäåðæèò a).
Åñëè ýëåìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ïèøóò a 6∈ A.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ
è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷åíèå: A = B.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B, òî A
íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B. Îáîçíà÷åíèå A ⊂ B èëè B ⊃ A.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì

è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅.

Åñëè ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ a, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó ñâîéñòâó α,
òî ïèøóò A = {a |α}. Íàïðèìåð, ∅ = {a | a 6= a}.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B, åñëè îíî
ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç
ìíîæåñòâ A èëè B.

C = A ∪B = {x |x ∈ A èëèx ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B, åñëè îíî
ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êàê ìíîæåñòâó A,
òàê è ìíîæåñòâó B.

C = A ∩B = {x |x ∈ A èx ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B, åñëè îíî ñî-
ñòîèò èç òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B.

C = A \B = {x |x ∈ A èx 6∈ B}.

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è
B, åñëè C = (A ∪B) \ (A ∩B).

Îáîçíà÷åíèå: C = A4B.
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Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ âûøå îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè:

1) A ⊂ A ∀A;
2) A ⊂ B, B ⊂ C ⇒ A ⊂ C;

3) A ⊂ B, B ⊂ A ⇒ A = B;

4) ∅ ⊂ A ∀A;
5) A ∪ ∅ = A, A ∩ ∅ = ∅ ∀A;
6) A \ (A \B) = A ∩B;
7) A ∪ A = A, A ∩ A = A;

8) A ∪B = B ∪ A, A ∩B = B ∩ A;
9) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C);

10) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C);

11) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);

12) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);

13) A4B = (A \B) ∪ (B \ A).

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñâîéñòâî 11).

Îáîçíà÷èì X = A \ (B ∩ C); Y = (A \ B) ∪ (A \ C). Ïóñòü x ∈ X. Òîãäà x ∈ A è
x 6∈ (B ∩ C). Çíà÷èò, åñòü äâå âîçìîæíîñòè: 1) x ∈ A è x 6∈ B, òîãäà x ∈ A \ B; 2) x ∈ A è
x 6∈ C, òîãäà x ∈ A \ C. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ Y . Ïîñêîëüêó x �
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X, òî ïî îïðåäåëåíèþ X ⊂ Y .

Ïóñòü òåïåðü x ∈ Y . Òîãäà x ∈ (A\B) èëè x ∈ (A\C). Åñëè x ∈ (A\B), òî x ∈ A è x 6∈ B;
ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ A è x 6∈ (B ∩ C), òî åñòü x ∈ X. Ñëó÷àé x ∈ (A \ C) ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Ïîëó÷èëè, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, òî
åñòü Y ⊂ X.

Îêîí÷àòåëüíî, òàê êàê X ⊂ Y è Y ⊂ X, òî X = Y .

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå ñâîéñòâà 9), 10), 12) è 13).

Îïðåäåëåíèå 8. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ âîçìîæíûõ ïàð (a, b) òàêèõ, ÷òî a ∈ A è b ∈ B.
C = A×B = {(a, b) | a ∈ A è b ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå 9. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî R äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A × B íàçûâàåòñÿ
(áèíàðíûì) îòíîøåíèåì.

Áóäåì ïèñàòü (a, b) ∈ R èëè aRb è ãîâîðèòü, ÷òî a è b ñâÿçàíû îòíîøåíèåì R.

Ïðèìåð 1. Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà � ýòî îòíîøåíèå I ⊂ A×A, ò.÷. I = {(a, a) | a ∈ A}.
Ïèøóò a = b.

Îïðåäåëåíèå 10. Ìíîæåñòâî R−1 ⊂ B × A íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îòíîøåíèåì ê îòíî-
øåíèþ R ⊂ A×B, åñëè R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R}.

Íåêîòîðûå îòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè èëè ôóíêöèÿìè.
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Îïðåäåëåíèå 11. Ïîäìíîæåñòâî F äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A × B íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a èç ìíîæå-
ñòâà A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà (a, b) ∈ F . Îáîçíà÷åíèå: F : A→ B.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü A = {1, 2, 3}; B = {2, 3, 4, 5}. Òîãäà îòíîøåíèå F = {(1, 3), (2, 2), (3, 3)}
� îòîáðàæåíèå, à îòíîøåíèå Φ = {(2, 2), (2, 3), (3, 4)} � íåò.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü F � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B. Òîãäà
îáðàçîì ýëåìåíòà a ∈ A ïðè îòîáðàæåíèè F íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò b ∈ B, ÷òî
(a, b) ∈ F . Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì (îäíèì èç âîçìîæíûõ) ýëåìåíòà b. Îáî-
çíà÷åíèå: b = F(a).

Ìíîæåñòâî F(A) = {b ∈ B | b = F(a), a ∈ A} íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà A ïðè
îòîáðàæåíèè F .

Îïðåäåëåíèå 13. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ñþðúåêöèåé èëè îòîáðàæåíèåì "íà", åñ-
ëè F(A) = B.

Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ èíúåêöèåé èëè âëîæåíèåì, åñëè èç óñëîâèÿ F(a1) = F(a2)
ñëåäóåò a1 = a2.

Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì, åñëè
îíî ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé è èíúåêöèåé îäíîâðåìåííî.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F ⊂ X × Y � ýòî ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó
y = F(x) = x2. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âûáîðà ìíîæåñòâ X è Y .

� Ïóñòü X = R, Y = R. Òîãäà F íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé (ó îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
íåò ïðîîáðàçîâ) è íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé (÷èñëà x è −x ïåðåõîäÿò â îäèí è òîò
æå ýëåìåíò x2).

� Ïóñòü X = R, Y = [0,+∞). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, íî íå ÿâëÿåòñÿ èíúåê-
öèåé.

� Ïóñòü X = [0,+∞), Y = [0,+∞). Òîãäà F � áèåêöèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè F � áèåêöèÿ, òî îáðàòíîå îòíîøåíèå F−1 � òîæå áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F � áèåêöèÿ, òî äëÿ ëþáîãî b ∈ B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà
(b, a) òàêàÿ, ÷òî (a, b) ∈ F (ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó F � ñþðúåêöèÿ, åäèíñòâåííàÿ, ïî-
ñêîëüêó F � èíúåêöèÿ). Çíà÷èò, îáðàòíîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì. Ïðè ýòîì
îíî ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, òàê êàê äëÿ ëþáîãî a ∈ A íàéäåòñÿ ïàðà (a, b) ∈ F (à çíà-
÷èò, è ïàðà (b, a) ∈ F−1); îíî ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, ïîñêîëüêó ó ëþáîãî a ∈ A ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé îáðàç b ∈ B ïðè îòîáðàæåíèè F .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè F � íå èíúåêöèÿ, òî îáðàòíîå îòíîøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíè-
åì (ïðè îáðàòíîì îòîáðàæåíèè êàêîé�òî ýëåìåíò äîëæåí ïåðåéòè â äâà ðàçëè÷íûõ, ÷òî
íåâîçìîæíî). Åñëè F � èíúåêöèÿ, íî íå ñþðúåêöèÿ, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî
íå íà âñåì ìíîæåñòâå B. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, òî
ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ.
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Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèÿ íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå A, òî åñòü
R ⊂ A× A.

Îïðåäåëåíèå 14. Îòíîøåíèå R ⊂ A × A íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè (x, x) ∈ R
äëÿ âñåõ x ∈ A. Îíî íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè èç òîãî, ÷òî (x, y) ∈ R, ñëåäóåò,
÷òî (y, x) ∈ R. Îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè èç òîãî, ÷òî (x, y) ∈ R è
(y, z) ∈ R, ñëåäóåò, ÷òî (x, z) ∈ R.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îòíîøåíèå ¾=¿ ðåôëåê-
ñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Îòíîøåíèå ¾≤¿ ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, íî
íå ñèììåòðè÷íî. Îòíîøåíèå ¾<¿ òðàíçèòèâíî, íî íå ñèììåòðè÷íî è íå ðåôëåêñèâíî.

Îïðåäåëåíèå 15. Îòíîøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì è
òðàíçèòèâíûì îäíîâðåìåííî, íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷àåòñÿ
∼. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû x è y ëåæàò â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè x ∼ y.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A ðàçáèâàåò åãî
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1 è A2 � äâà ðàçëè÷íûõ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà íàé-
äåòñÿ ýëåìåíò x ∈ A, x ∈ A1 è x /∈ A2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1 ∩ A2 6= ∅, òîãäà ñóùåñòâóåò
y ∈ A, ò.÷. y ∈ A1 ∩ A2. Ïîëó÷àåì, ÷òî y îäíîâðåìåííî ýêâèâàëåíòåí è íå ýêâèâàëåíòåí x
� ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå 16. Îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, åñ-
ëè îíî ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àíòèñèììåòðè÷íî, òî åñòü èç òîãî, ÷òî (x, y) ∈ R,
x 6= y, ñëåäóåò, ÷òî (y, x) /∈ R. Ìíîæåñòâî A, íà êîòîðîì ââåäåíî îòíîøåíèå ïîðÿä-
êà, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì. Ïîðÿäîê R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A ëèáî (x, y) ∈ R, ëèáî (x, y) ∈ R.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà � îòíîøåíèå ¾≤¿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâ. Ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.

Ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Îáîçíà÷åíèÿ: N� ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; Z� ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë;
Q � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Î÷åâèäíî, ÷òî N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Îïðåäåëåíèå 17. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ðàâíîìîùíûìè), åñ-
ëè ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Îáîçíà÷åíèå:
A ∼ B.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (íà-
ïðèìåð, íà ìíîæåñòâå A âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà R).

Óòâåðæäåíèå 3. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó öåëûõ
÷èñåë Z.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèòü ýêâèâàëåíòíîñòü êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà ñ ìíîæåñòâîì íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë � âñå ðàâíî, ÷òî ïðîíóìåðîâàòü åãî ýëåìåíòû. Çàíóìåðóåì öåëûå ÷èñëà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z1 = 0, z2 = 1, z3 = −1, z4 = 2, z5 = −2, z6 = 3, z7 = −3, . . . .

Óòâåðæäåíèå 4. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà r =
p

q
, ãäå p ∈ Z, q ∈ N, ïðè÷åì

p è q � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì h = |p| + q � âûñîòà ÷èñëà r (î÷åâèäíî, ÷òî
h ∈ N). Åñëè h > 1 � ôèêñèðîâàíî, òî q = 1, 2, . . . , h− 1. Åñëè ÷èñëà h è q ôèêñèðîâàíû,
òî p = ±(h− q).

Áóäåì òåïåðü íóìåðîâàòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïî âîçðàñòàíèþ âûñîòû h; ïðè ôèêñè-
ðîâàííîé âûñîòå � ïî âîçðàñòàíèþ q; ïðè ôèêñèðîâàííûõ h è q � ïî âîçðàñòàíèþ p.
Òîãäà

r1 =
0

1
, (h = 1)

r2 =
−1

1
, r3 =

1

1
, (h = 2)

r4 =
−2

1
, r5 =

2

1
, r6 =

−1

2
, r7 =

1

2
, (h = 3)

. . .

Îïðåäåëåíèå 18. Âñÿêîå ìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíòíîå ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

Óòâåðæäåíèå 5. Âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî èëè
ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà; çàòåì ïåðåíóìåðóåì ýëåìåíòû ïîä-
ìíîæåñòâà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ.

Óòâåðæäåíèå 6. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åò-
íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
A1 = {a11, a12, a13, . . . }

A2 = {a21, a22, a23, . . . }

A3 = {a31, a32, a33, . . . }

. . .

5



Îáîçíà÷èì èõ îáúåäèíåíèå ÷åðåç A = {a1, a2, a3, . . . } è çàíóìåðóåì ýëåìåíòû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

a1 = a11, a2 = a21, a3 = a12, a4 = a13, a5 = a22, a6 = a31, a7 = a41, a8 = a32, a9 = a23, . . .

(òàê íàçûâàåìûé ¾äèàãîíàëüíûé¿ ïðîöåññ).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî H âñåõ áåñêîíå÷íûõ íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç öèôð 0 è 1, íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ìíîæåñòâî H ñ÷åòíî. Çàíóìåðóåì åãî
ýëåìåíòû: H = {h1, h2, h3, . . . }. Ïðè ýòîì

h1 = (h11, h12, h13, . . . ),

h2 = (h21, h22, h23, . . . ),

. . .

hn = (hn1, hn2, hn3, . . . ),

. . .

ãäå hij = 0 èëè 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h ñëåäóþùèé áåñêîíå÷íûé íàáîð èç íóëåé è
åäèíèö: h = (h11, h22, h33, . . . , hnn, . . . ). Ïóñòü òåïåðü h = (h11, h22, h33, . . . , hnn, . . . ), ãäå

hkk =

{
0, hkk = 1,

1, hkk = 0,
, k = 1, 2, . . . . Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî h 6= hj íè ïðè êàêîì j ∈ N

(äåéñòâèòåëüíî, åñëè h = hj, òî hjj = hjj, à ýòî íå òàê ïî ïîñòðîåíèþ h). Çíà÷èò, ìû
íàøëè íàáîð èç íóëåé è åäèíèö, íå ñîäåðæàùèéñÿ â H. Íî ïî óñëîâèþ H � ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ áåñêîíå÷íûõ íàáîðîâ. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è ìíîæåñòâî H
íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç öèôð 0, 1, . . . , 9, íå
ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû ýòî ìíîæåñòâî áûëî ñ÷åòíûì, òî è åãî ïîäìíîæåñòâî H áûëî
áû ñ÷åòíûì, à ýòî íå òàê.

Òåîðåìà 3 (Êàíòîð). Ñîâîêóïíîñòü Ω(X) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñàìà
îáðàçóåò ìíîæåñòâî, íå ýêâèâàëåíòíîå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî Ω(X) � ìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî îíî
íå ýêâèâàëåíòíî X. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : X → Ω(X).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = {x ∈ X : x /∈ f(x)}. Î÷åâèäíî, ÷òî A ⊂ X, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
y ∈ X, ò. ÷. f(y) = A (ïîñêîëüêó f � áèåêöèÿ).

Òåïåðü ïîñìîòðèì, ïðèíàäëåæèò ëè ýëåìåíò y ìíîæåñòâó A. Åñëè y ∈ A, òî y ∈ f(y),
íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà A èìååì, ÷òî y /∈ A. Åñëè æå y /∈ A, òî y /∈ f(y), à
òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ y ∈ A. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàìå÷àíèå 1. Ìíîæåñòâî I âñåõ òî÷åê îòðåçêà [0, 1] ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó âñåõ
áåñêîíå÷íûõ íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç öèôð 0, 1, . . . , 9 (íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþ-
áàÿ òî÷êà x ìíîæåñòâà I ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå x = 0, x1x2 . . . xn . . . , ãäå
xk ∈ {0, 1, . . . , 9}, k = 1, 2, . . . ).

Îïðåäåëåíèå 19. Ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà ýòîãî ìíîæå-
ñòâà, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ |A| (èëè #A, èëè card(A)) è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

� åñëè A � ïóñòî èëè êîíå÷íî, òî |A| =÷èñëî ýëåìåíòîâ A;

� |A| = |B| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∼ B;

� |A| < |B| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B íå ýêâèâàëåíòíû, íî ïðè ýòîì A ∼ C
äëÿ íåêîòîðîãî C ⊂ B.

Îïðåäåëåíèå 20. Ëþáîå ìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíòíîå ìíîæåñòâó I, íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì ìîùíîñòè êîíòèíóóìà.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî R èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ïðàâèëà èõ ñðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 21. Ðàöèîíàëüíûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå äðîáè
m

n
, ãäå

m � öåëîå ÷èñëî, n � íàòóðàëüíîå.

Ñâîéñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

1) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ Q: a < b èëè a > b èëè a = b (ïðàâèëî óïîðÿäî÷åíèÿ);

2) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ Q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî c ∈ Q: c = a + b
(êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñóììû);

3) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ Q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî c ∈ Q: c = a · b
(êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ);

4) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ Q: åñëè a > b è b > c, òî a > c; åñëè a = b è b = c, òî a = c
(òðàíçèòèâíîñòü);

5) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ Q: a+ b = b+ a (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

6) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ Q: (a+ b) + c = a+ (b+ c) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

7) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî 0 ∈ Q: a + 0 = 0 + a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ Q
(ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî ñëîæåíèþ);

8) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ∈ Q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî a′ ∈ Q: a + a′ = 0
(ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî ñëîæåíèþ);

9) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ Q: a · b = b · a (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

10) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ Q: (a · b) · c = a · (b · c) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

11) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî 1 ∈ Q: a · 1 = 1 · a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ Q
(ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî óìíîæåíèþ);

7



12) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ∈ Q, a 6= 0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî a′ ∈ Q: a · a′ = 1
(ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî óìíîæåíèþ);

13) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ Q: (a+ b) · c = a · c+ b · c (äèñòðèáóòèâíîñòü);
14) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ Q: åñëè a > b, òî a+ c > b+ c;

15) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ Q: åñëè a > b, c > 0, òî a · c > b · c;
16) Êàêîâî áû íè áûëî ÷èñëî a ∈ Q, ìîæíî ÷èñëî 1 ïîâòîðèòü ñòîëüêî ðàç, ÷òî ñóììà

ïðåâçîéäåò a (àêñèîìà Àðèõèìåäà).

Ââåäåì ïîíÿòèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ: ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, âûáåðåì íà íåé òî÷êó O (íà÷àëî îòñ÷å-
òà) è ìàñøòàáíûé îòðåçîê OM (åãî äëèíà |OM | = 1). Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
íà ýòîé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà A ëåæèò ïðàâåå, ÷åì O. Âûÿñíèì,
ñêîëüêî ðàç îòðåçîê OM óêëàäûâàåòñÿ â îòðåçîê OA.

1) Öåëîå ÷èñëî a0 ðàç áåç îñòàòêà. Òîãäà ïîñòàâèì òî÷êå A â ñîîòâåòñòâèå áåñêîíå÷íóþ
äåñÿòè÷íóþ äðîáü a0 = a0, 000 . . . .

2) Öåëîå ÷èñëî a0 ðàç ñ îñòàòêîì O1A, |O1A| < |OM |. Òîãäà âûÿñíèì, ñêîëüêî ðàç îäíà
äåñÿòàÿ ÷àñòü îòðåçêà OM óêëàäûâàåòñÿ â îòðåçîê O1A.

2.1) Öåëîå ÷èñëî a1 ðàç áåç îñòàòêà. Òîãäà ïîñòàâèì òî÷êå A â ñîîòâåòñòâèå áåñêîíå÷íóþ
äåñÿòè÷íóþ äðîáü a0, a1 = a0, a100 . . . .

2.2) Öåëîå ÷èñëî a1 ðàç ñ îñòàòêîì O2A, |O2A| <
1

10
|OM |. Òîãäà âûÿñíèì, ñêîëüêî ðàç

îäíà ñîòàÿ ÷àñòü îòðåçêà OM óêëàäûâàåòñÿ â îòðåçîê O2A è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå A, ëåæàùåé íà ïðÿìîé (ïðàâåå O), ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå ëèáî êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü (+)a0, a1a2 . . . an = (+)a0, a1a2 . . . an000 . . . , ëèáî
áåñêîíå÷íàÿ (+)a0, a1a2 . . . an . . . . Åñëè òî÷êà A ëåæèò ëåâåå òî÷êè O, òî ïðîâîäèì òó æå
ïðîöåäóðó, íî îòðåçêè îòêëàäûâàåì âëåâî è ïåðåä ñîîòâåòñòâóþùåé äðîáüþ ñòàâèì çíàê
− . Òî÷êå O ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äðîáü 0 = 0, 000 . . . .

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-

æåñòâîì âñåõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé âèäà
m

n
, ãäå m ∈ Z, n ∈ Q, è ìíîæåñòâîì

äåñÿòè÷íûõ äðîáåé âèäà ±a0, a1 . . . an000 . . . (êîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè) èëè âèäà
±a0, a1 . . . ak−1(ak . . . an) (áåñêîíå÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå äåñÿòè÷íûå äðîáè). Ïðè ýòîì áó-
äåì îòîæäåñòâëÿòü äðîáè âèäà a0, a1 . . . an000 . . . è a0, a1 . . . (an − 1)999 . . . è âñþäó â
äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü a0, a1 . . . an000 . . . . Äðîáè, ÿâëÿþùèåñÿ ëèáî êîíå÷íûìè,
ëèáî áåñêîíå÷íûìè ïåðèîäè÷åñêèìè, áóäåì òàêæå íàçûâàòü ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Îïðåäåëåíèå 22. Âåùåñòâåííûìè (äåéñòâèòåëüíûìè) ÷èñëàìè áóäåì íàçûâàòü áåñ-
êîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè. ×èñëî (íå ðàâíîå íóëþ) áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûì

(îòðèöàòåëüíûì), åñëè ïåðåä íèì ñòîèò çíàê + ( − ). ×èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîëîæè-
òåëüíûìè (îòðèöàòåëüíûìè) áóäåì íàçûâàòü íåïîëîæèòåëüíûìè (íåîòðèöàòåëüíûìè).

Ïðàâèëà ñðàâíåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà a = ±a0, a1 . . . an . . . è b = ±b0, b1 . . . bn . . . íàçûâåì ðàâíûìè,
åñëè îíè èìåþò îäèí è òîò æå çíàê è a0 = b0, a1 = b1, ... , an = bn, ... .
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Ïóñòü a 6= b. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

1) Ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî áîëüøå íóëÿ, îòðèöàòåëüíîå � ìåíüøå íóëÿ.

2) Ïóñòü a > 0, b > 0. Îáîçíà÷èì k = min{n | an 6= bn}, òî åñòü a0 = b0, a1 = b1, ... ,
ak−1 = bk−1, ak 6= bk. Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b, åñëè ak > bk, è a < b, åñëè ak < bk.

3) Ïóñòü a > 0, b < 0. Òîãäà a > b.

4) Ïóñòü a < 0, b < 0.

Îïðåäåëåíèå 23. Ìîäóëåì (àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé) ÷èñëà a ∈ R íàçûâàåòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíîå ÷èñëî |a|, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òîé æå äåñÿòè÷íîé äðîáüþ, ÷òî è a, íî
âçÿòîé âñåãäà ñî çíàêîì + .

Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a è b áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b, åñëè |a| < |b|, è a < b, åñëè
|a| > |b|.

Óòâåðæäåíèå 7. (Òðàíçèòèâíîñòü çíàêà >). Ïóñòü a = a0, a1 . . . an . . . ,
b = b0, b1 . . . bn . . . , c = c0, c1 . . . cn . . . � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Åñëè a > b è b > c, òî
a > c.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ñíà÷àëà c > 0. Òàê êàê b > c, òî ïî ïðàâèëàì ñðàâíåíèÿ
ïîëó÷àåì, ÷òî b > 0. Òàê êàê a > b, òî è a > 0. Äàëåå, ïîñêîëüêó a > b, òî ñóùåñòâóåò
òàêîé íàòóðàëüíûé íîìåð m, ÷òî a0 = b0, a1 = b1, ... , am−1 = bm−1, am > bm. Àíàëîãè÷íî,
ïîñêîëüêó b > c, òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàòóðàëüíûé íîìåð l, ÷òî b0 = c0, b1 = c1, ... ,
bl−1 = cl−1, bl > cl. Îáîçíà÷èì k = min(m, l). Òîãäà a0 = c0, a1 = c1, ... , ak−1 = ck−1,
ak > ck. Çíà÷èò, a > c.

2) Ïóñòü c < 0, a > 0. Òîãäà a > c.

3) Ïóñòü c < 0, a < 0. Òàê êàê a > b, òî ïî ïðàâèëàì ñðàâíåíèÿ b < 0. Òîãäà |a| < |b|,
|b| < |c|, ñëåäîâàòåëüíî, |a| < |c| (ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 1). Çíà÷èò, a > c.

Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 24. Ïóñòü A � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî M (m), ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: a 6M
(a > m). ×èñëà M è m íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿìè ìíî-
æåñòâà M .

Îïðåäåëåíèå 25. ×èñëî M∗ ∈ R (m∗ ∈ R) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé (òî÷íîé

íèæíåé) ãðàíüþ ìíîæåñòâà M , åñëè: 1) íåðàâåíñòâî a 6 M∗ (a > m∗) èìååò ìåñòî
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A; 2) äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x òàêîãî, ÷òî x < M∗

(x > m∗) íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a′ ∈ A, ÷òî a′ > x (a′ < x).

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ èç åãî
âåðõíèõ ãðàíåé; òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ � íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ.

Îáîçíà÷åíèÿ: M∗ = supA, m∗ = inf A (îò ëàòèíñêîãî supremum � íàèâûñøåå; in�mum
� íàèíèçøåå).

9



Òåîðåìà 4. Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî A âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îãðàíè÷åíî ñâåðõó (ñíè-
çó), òî ó íåãî ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó (ñëó÷àé îãðàíè÷åííîãî ñíèçó
ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Îáîçíà÷èì ÷åðåçM êàêóþ-ëèáî èç âåðõíèõ ãðà-
íåé A. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Ñðåäè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A åñòü íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà-
÷èì A0 = {a ∈ A | a > 0} è çàìåòèì, ÷òî A0 6= ∅. Ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A èìååò âèä
a = a0, a1a2 . . . an . . . . Ïîñêîëüêó a 6 M äëÿ âñåõ a ∈ A0, òî a0 6 M . Ïóñòü òîãäà
a0 = max{a0 | a = a0, a1 . . . an · · · ∈ A0}, òî åñòü a0 � ìàêñèìàëüíàÿ èç öåëûõ ÷àñòåé ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà A0.

Îáîçíà÷èì òåïåðü A1 = {a ∈ A0 | a = a0, a1a2 . . . an . . . } è ïîëîæèì
a1 = max{a1 | a = a0, a1 . . . an · · · ∈ A1} (òî åñòü a1 � íàèáîëüøèé èç ïåðâûõ çíàêîâ
ïîñëå çàïÿòîé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A1). Ïóñòü A2 = {a ∈ A1 | a = a0, a1a2 . . . an . . . };
a2 = max{a2 | a = a0, a1 . . . an · · · ∈ A2} è òàê äàëåå.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ äðîáü M∗ = a0, a1a2 . . . an . . . . Ïîêàæåì, ÷òî
M∗ = supA.

1) Òàê êàêM∗ > 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî a 6M∗, åñëè a < 0. Ïóñòü a = a0, a1a2 . . . an · · · ∈ A,
a > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a > M∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî
a0 = a0, a1 = a1, . . . , ak−1 = ak−1, ak > ak. Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðî-
åíèþ ÷èñëà M∗. Çíà÷èò, a 6M∗ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

2) Ïóñòü x = x0, x1x2 . . . xn . . . � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ìåíüøåå, ÷åì M∗.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x < 0, òî ëþáîé íåîòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò a ∈ A áóäåò ïðåâîñõîäèòü
x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x > 0. Òàê êàê x < M∗, òî íàéäåòñÿ òàêîé íàòóðàëüíûé íîìåð k,
÷òî x0 = a0, x1 = a1, . . . , xk−1 = ak−1, xk < ak. Ïîñêîëüêó (ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëà M∗)
ak = max{ak | a = a0, a1 . . . ak−1ak · · · ∈ Ak}, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a′ ∈ Ak, ÷òî
a′ = a0, a1 . . . akak+1 . . . . Çíà÷èò, a

′ > x.

Èç ïóíêòîâ 1), 2) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëîM∗ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ
ìíîæåñòâà A.

2. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå
ýëåìåíòû. Òîãäà áóäåì ïðîèçâîäèòü àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ, òîëüêî îáîçíà÷èì ÷åðåç a0
ìèíèìàëüíóþ èç öåëûõ ÷àñòåé ýëåìåíòîâ A (ðàññìàòðèâàåìûõ áåç çíàêà ¾−¿), ÷åðåç a1 �
ìèíèìàëüíûé èç ïåðâûõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé è òàê äàëåå. Ïåðåä ïîëó÷èâøåéñÿ äðîáüþ
ñòàâèì çíàê ¾−¿.

Óïðàæíåíèå 4. Ïóñòü A = {x ∈ Q |x2 < 2}. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A íå èìååò
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñðåäè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ëåììà 1. Ïóñòü a = ±a0, a1a2 . . . an . . . � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäóòñÿ òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà α1,
α2, ÷òî α1 6 a 6 α2, α2 − α1 < ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a > 0. Â ñèëó àêñèîìû Àðõèìåäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàöèî-

íàëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî 10n >
1

ε
. Ïîëî-

æèì α1 = a0, a1a2 . . . an000 . . . , α2 = α1 +
1

10n
. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî α1 6 a, α2 > a,

α2 − α1 =
1

10n
< ε.

Åñëè a < 0, òî ïðîâåäåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó äëÿ ÷èñëà |a|, çàòåì ïåðåä ïîëó÷èâ-
øèìèñÿ äðîáÿìè ïîñòàâèì çíàê − .

Ëåììà 2. Ïóñòü a = ±a0, a1a2 . . . an . . . , b = ±b0, b1b2 . . . bn . . . � ïðîèçâîëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, a > b. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî α, ÷òî a > α > b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé a > 0, b > 0. Òàê êàê a > b, òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå k, ÷òî a0 = b0, a1 = b1 . . . , ak−1 = bk−1, ak > bk. Ïîñêîëüêó
ìû íå ðàññìàòðèâàåì äåñÿòè÷íûå äðîáè ñ öèôðîé 9 â ïåðèîäå, òî íàéäåòñÿ òàêîé íî-
ìåð p > k, ÷òî b = b0, b1 . . . bk99 . . . 9bp . . . , ãäå bp 6= 9 (âîçìîæíî, p = k + 1). Ïîëîæèì
α = b0, b1 . . . bk99 . . . 9(bp + 1)000 . . . . Òîãäà α > b (ïîñêîëüêó bp + 1 > bp) è α < a (ïîñêîëüêó
bk < ak).

Â ñëó÷àå, åñëè a > 0, b < 0 ìîæíî âçÿòü α = 0; åñëè a è b � íåïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,
òî ïðîäåëûâàåì òå æå ñàìûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí.

Ëåììà 3. Ïóñòü a, b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ïóñòü äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäóòñÿ òàêèå äâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëà γ1, γ2, ÷òî γ1 6 a 6 γ2,
γ1 6 b 6 γ2, ïðè÷åì γ2 − γ1 < ε. Òîãäà a = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a 6= b. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < b. Òîãäà, ñîãäàñíî ëåììå 2, íàéäóòñÿ äâà òàêèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëà
α1, α2, ÷òî a < α1 < α2 < b. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ðàöèîíàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî;
γ1, γ2 � òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ÷òî γ1 6 a 6 γ2, γ1 6 b 6 γ2 è γ2 − γ1 < ε. Òîãäà
γ1 6 α1 < α2 6 γ2, ñëåäîâàòåëüíî, 0 < α2 − α1 6 γ2 − γ1 < ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà ε çàêëþ÷àåì, ÷òî α2 − α1 = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñåë α1 è α2. Çíà÷èò,
íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è a = b.

Îïðåäåëåíèå 26. Ñóììîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî x, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α1, α2, β1, β2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
α1 6 a 6 α2, β1 6 b 6 β2, âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî: α1 + β1 6 x 6 α2 + β2.

Îáîçíà÷åíèå: x = a+ b.

Îïðåäåëåíèå 27. Ïóñòü a è b � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Èõ
ïðîèçâåäåíèåì áóäåì íàçûâàòü òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî x, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë α1, α2, β1, β2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 0 < α1 6 a 6 α2, 0 < β1 6 b 6 β2,
âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî: α1 · β1 6 x 6 α2 · β2.

Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî a ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì a · 0 = 0 · a = 0.

Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

a · b =

{
|a| · |b|, a è b îäíîãî çíàêà,

−|a| · |b|, a è b ðàçíûõ çíàêîâ.
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Îáîçíà÷åíèå x = a · b.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî x = a+ b.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) (ñóùåñòâîâàíèå). Ðàññìîòèðì ìíîæåñòâî

A = {(α1 + β1) |α1, β1 ∈ Q, α1 6 a, β1 6 b}.

Çàìåòèì, ÷òî A íå ïóñòî è îãðàíè÷åíî ñâåðõó (íàïðèìåð, ÷èñëîì (α2 + β2), ãäå α2, β2 ∈ Q,
α2 > a, β2 > b). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò supA = x. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî x óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëåíèþ ñóììû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó x � âåðõíÿÿ ãðàíü A, òî x > α1 +β1, åñëè
α1 6 a, β1 6 b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó x � òî÷íàÿ ãðàíü, òî x 6 α2+β2, åñëè α2 > a,
β2 > b (òàê êàê ÷èñëî (α2 + β2) � îäíà èç âåðõíèõ ãðàíåé A). Çíà÷èò, x = a+ b.

2) (åäèíñòâåííîñòü). Ïóñòü x1, x2 � òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ÷òî x1 = a+b, x2 = a+b.
Ïîêàæåì, ÷òî x1 = x2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ
äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α1, α2, β1, β2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì α1 6 a 6 α2,

β1 6 b 6 β2, α2 − α1 <
ε

2
, β2 − β1 <

ε

2
, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà:{

α1 + β1 6 x1 6 α2 + β2,

α1 + β1 6 x2 6 α2 + β2

(ìîæåì âûáðàòü òàêèå α1, α2, β1, β2 â ñèëó ëåììû 1). Òîãäà

(α2 + β2)− (α1 + β1) = (α2 − α1) + (β2 − β1) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Íî ýòî îçíà÷àåò, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε, ÷òî x1 = x2 (ëåììà 3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî x = a · b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ a > 0, b > 0.

1) (ñóùåñòâîâàíèå). Ðàññìîòèðì ìíîæåñòâî

A = {(α1 · β1) |α1, β1 ∈ Q, 0 < α1 6 a, 0 < β1 6 b}.

Çàìåòèì, ÷òî A íå ïóñòî è îãðàíè÷åíî ñâåðõó (íàïðèìåð, ÷èñëîì (α2 · β2), ãäå α2, β2 ∈ Q,
α2 > a, β2 > b). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò supA = x. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî x óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó x � âåðõíÿÿ ãðàíü A, òî x > α1 ·β1,
åñëè 0 < α1 6 a, 0 < β1 6 b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó x � òî÷íàÿ ãðàíü, òî x 6 α2 ·β2,
åñëè α2 > a, β2 > b (òàê êàê ÷èñëî (α2 · β2) � îäíà èç âåðõíèõ ãðàíåé A). Çíà÷èò, x = a · b.

2) (åäèíñòâåííîñòü). Ïóñòü x1, x2 � òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ÷òî x1 = a · b, x2 = a · b.
Ïîêàæåì, ÷òî x1 = x2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ
äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α1, α2, β1, β2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 0 < α1 6 a 6 α2,
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0 < β1 6 b 6 β2, α2−α1 <
ε

2M
, β2− β1 <

ε

2M
, M = max{[a], [b]}+ 1, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâà: {
0 < α1 · β1 6 x1 6 α2 · β2,
0 < α1 · β1 6 x2 6 α2 · β2

(ìîæåì âûáðàòü òàêèå α1, α2, β1, β2 â ñèëó ëåììû 1). Òîãäà

(α2 · β2)− (α1 · β1) = α2(β2 − β1) + β2(α2 − α1) < M · ε

2M
+M · ε

2M
= ε.

Íî ýòî îçíà÷àåò, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε, ÷òî x1 = x2 (ëåììà 3). Òåîðåìà äîêàçàíà
ïîëíîñòüþ.

Ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

1) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ R: a < b èëè a > b èëè a = b (ñëåäóåò èç ïðàâèë ñðàâíåíèÿ);

2) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî c ∈ R: c = a + b (ñëåäóåò
èç òåîðåìû 5);

3) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî c ∈ R: c = a · b (ñëåäóåò èç
òåîðåìû 6);

4) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ R: åñëè a > b è b > c, òî a > c (ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ î
òðàíçèòèâíîñòè çíàêà > ); åñëè a = b è b = c, òî a = c (î÷åâèäíî).

Ñâîéñòâà 5)�13) âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèé ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
è èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

5) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ R: a+ b = b+ a;

6) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ R: (a+ b) + c = a+ (b+ c);

7) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî 0 ∈ R: a+ 0 = 0 + a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ R;
8) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî a′ ∈ R: a+ a′ = 0;

9) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b ∈ R: a · b = b · a;
10) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ R: (a · b) · c = a · (b · c);
11) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî 1 ∈ R: a · 1 = 1 · a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ R;
12) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ∈ R, a 6= 0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî a′ ∈ R: a · a′ = 1;

13) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ R: (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Îïðåäåëåíèå 28. Ðàçíîñòüþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî c, ÷òî a = c+ b.

Ïðîâåðèì, ÷òî ðàçíîñòüþ ÷èñåë a è b ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî a + b′, ãäå b′ � îáðàòíûé ê b ïî
ñëîæåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, (a+ b′) + b = a+ (b′ + b) = a+ 0 = a.

Äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü d � òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ÷òî a = d + b.
Òîãäà c = a+ b′ = (d+ b) + b′ = d+ (b+ b′) = d+ 0 = d.

Îáîçíà÷åíèå: c = a−b. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè b′ � îáðàòíûé ê b ïî ñëîæåíèþ,
òî b′ = 0− b. Îáîçíà÷åíèå: b′ = −b.
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Îïðåäåëåíèå 29. ×àñòíûì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b (b 6= 0) íàçûâàåòñÿ òàêîå âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî c, ÷òî a = c · b.

Îáîçíà÷åíèå: c =
a

b
. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòíîå îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì è

÷òî åñëè b 6= 0, òî
a

b
= a ·b′, ãäå b′ � îáðàòíûé ê b ïî óìíîæåíèþ. Ïðè ýòîì èç îïðåäåëåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî b′ =
1

b
.

14) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ R: åñëè a > b, òî a+ c > b+ c.

Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1, íàéäóòñÿ òàêèå äâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëà α1,
β2, ÷òî a > α1 > β2 > b. Îáîçíà÷èì ε = α1 − β2. Òîãäà ε � ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òàêèå ðàöèîíàëüíûå γ1, γ2, ÷òî γ1 6 c 6 γ2, γ2−γ1 < ε. Âûáåðåì
åùå ïðîèçâîëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà α2, β1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî: α2 > a, β1 < b.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû ïîëó÷èì: α1 + γ1 6 a+ c 6 α2 + γ2, β1 + γ1 6 b+ c 6 β2 + γ2.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî (α1 + γ1)− (β2 + γ2) = (α1− β2)− (γ2− γ1) = ε− (γ2− γ1) > 0, òî åñòü
α1+γ1 > β2+γ2. Îòñþäà è èç òðàíçèòèâíîñòè çíàêîâ íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî a+c > b+c.

15) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b, c ∈ R: åñëè a > b, c > 0, òî a · c > b · c;

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå.

16) Êàêîâî áû íè áûëî ÷èñëî a ∈ R, ìîæíî ÷èñëî 1 ïîâòîðèòü ñòîëüêî ðàç, ÷òî ñóììà
ïðåâçîéäåò a.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a 6 0, òî ìîæíî âçÿòü n = 1; åñëè æå a = a0, a1 . . . an · · · > 0, òî
ïîëîæèì n = a0 + 1.
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